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Matematicas: Analisis y Enfoques
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Prueba 3

6 de mayo de 2024
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1 hora

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Anadlisis y Enfoques NS para esta prueba.

La puntuacién maxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Por favor comience cada
pregunta en una pagina nueva. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacion a una respuesta
correcta que no esté acompanada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en
un procedimiento y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla
grafica, debera reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtencidn; por ejemplo, si se
utiliza un grafico para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de
la respuesta. Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el método
empleado es correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el
procedimiento seguido.

1. [Puntuacion maxima: 24]

Si dos funciones f(x) y g(x) son derivables, entonces su producto es derivable y
esas dos funciones satisfacen la regla del producto: ( f(x)g(x)) =/ (x)g'(x) + g(x) f'(x).

En esta pregunta le mostraremos ejemplos de pares de funciones derivables, f(x)
y g(x), que también satisfacen ( f(x)g(x))' =/"(x)g'(x).

En el apartado (a), considere f(x)= donde x e R, x#2,y g(x)=x", donde x € R.

2-x°
(@) (i) Halle una expresion para f'(x). [2]
(i)  Muestre que f'(x)g'(x)= 4x T 2]
(2-x)
(i) Muestre que /(x)g'(x)+ g(x)/"(x) = —> [4]
(2-x)

En los apartados (b) y (c), considere dos funciones no constantes f(x) y g(x),
donde f(x)>0y g(x)#g'(x).

(b) Reorganizando la ecuacion f(x)g'(x) +g(x)f'(x) =f"(x)g'(x), muestre que
) W
f(x)  gx)-gx)

[2]

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)
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(Pregunta 1: continuacién)

VACIN 4 C))

(c) A partir de lo anterior, e integrando los dos miembros de =— , muestre
[_[ g'(x) dx] f('x) g (X) _g(x)

que f(x)=Ae €020 ) qonde A es una constante positiva arbitraria. [2]
El resultado obtenido en el apartado (c) se puede utilizar para hallar pares de
funciones, f(x) y g(x), que satisfagan las dos condiciones siguientes:

(fWegW) =f(g'®)+g®)f'®)y (fx)gkx) =f'(x)g'x).

En los apartados (d) y (e), utilice el resultado del apartado (c)con A =1.
(d) Considere g(x)=xe".

Halle una funcion f'(x) tal que f(x) y g(x) satisfagan las dos ecuaciones anteriores. [5]

(e) Considere g(x)=senx + cosx.

Halle una funcion f(x) tal que f(x) y g(x) satisfagan las dos ecuaciones anteriores
dentro del dominio 0 < x < .

Dé la respuesta en la forma f(x)=+/e"h(x), donde % (x) es una funcién que tiene
que determinar. [7]

Véase al dorso
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2. [Puntuacion maxima: 31]

En esta pregunta le pedimos que halle la probabilidad de que el grafico de una funcién
cuadratica generada al azar tenga un numero dado de intersecciones con el eje x.

En los apartados (a) — (f), considere funciones cuadraticas de la forma f(x) = ax’ + bx + ¢
cuyos coeficientes a, b y ¢ se generan al azar tirando un dado equilibrado de seis caras
tres veces y tomando el valor que aparece en la cara superior del dado.

Por ejempilo, si al tirar el dado saliera un 2, un 3 y un 5, la funcién cuadratica resultante
seria f(x)=2x"+3x+5.

(a) Explique por qué existen 216 funciones cuadraticas distintas que se pueden generar
utilizando este método. [

(b) El conjunto de coeficientes a =1, b=4 y ¢ =4 se ha generado al azar para dar lugar
a la funcién cuadratica f(x) =x" + 4x + 4.

Verifique que el grafico de f solo tiene una interseccién con el eje x. [2]

(c) Considerando el discriminante, o de cualquier otro modo, muestre que la probabilidad
de que el grafico de una funcién cuadratica generada al azar de esta manera tenga

5
solo una interseccién con el eje x esigual a ﬁ : [6]

Considere ahora las funciones cuadraticas generadas al azar cuyos graficos tienen dos
intersecciones distintas con el eje x.

(d) Considerando el discriminante, determine el conjunto de posibles valores de ac. [3]

(e) (i) Paraelcasoenelque ac =1, muestre que existen cuatro funciones cuadraticas
cuyos graficos tienen dos intersecciones distintas con el eje x. [

(i) Parael caso en el que ac =2, muestre que existen ocho funciones cuadraticas
cuyos graficos tienen dos intersecciones distintas con el eje x. [2]

Sea p la probabilidad de que el grafico de una funcion cuadratica generada al azar de esta
manera tenga dos intersecciones distintas con el eje x.

(f)  Utilizando el enfoque que se inici6 en el apartado (e), o de cualquier otro modo, halle
el valor de p. [6]

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 2: continuacién)

En los apartados (g) y (h), considere una funcién cuadratica generada al azar
f(x)=x"+2Zx + 1, donde la variable aleatoria continua Z~N(0, 1).

(g) Halle la probabilidad de que el grafico de f tenga dos intersecciones con el eje x. [3]

Las variables aleatorias continuas X, y X, representan las intersecciones con el eje x del

grafico de f,donde X, =-Z-~Z’ -1y X,=-Z+~NZ*-1.

(h) Sabiendo que el grafico de f tiene dos intersecciones con el eje x (X, y X,), halle la
probabilidad de que ambos valores (X, y X, ) sean mayores que 0,5. [7]






