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Matematicas: Aplicaciones e Interpretacion
Nivel Superior
Prueba 3

6 de mayo de 2024

ZonaA tarde | ZonaB tarde | Zona C tarde

1 hora

Instrucciones para los alumnos

No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

En esta prueba es necesario usar una calculadora de pantalla grafica.

Conteste todas las preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto.

Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o aproximadas con tres cifras significativas.

Se necesita una copia sin anotaciones del cuadernillo de formulas de Matematicas:
Aplicaciones e Interpretacion NS para esta prueba.

La puntuacién maxima para esta prueba de examen es [55 puntos].
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Conteste las dos preguntas en el cuadernillo de respuestas provisto. Empiece una pagina nueva para
cada pregunta. No se otorgara necesariamente la maxima puntuacién a una respuesta correcta que no
esté acompafiada de un procedimiento. Las respuestas deben estar sustentadas en un procedimiento
y/o en explicaciones. Junto a los resultados obtenidos con calculadora de pantalla grafica, debera
reflejarse por escrito el procedimiento seguido para su obtenciéon. Por ejemplo, si se utiliza un grafico
para hallar una solucién, se debera dibujar aproximadamente el mismo como parte de la respuesta.
Aun cuando una respuesta sea erronea, podran otorgarse algunos puntos si el método empleado es
correcto, siempre que aparezca por escrito. Por lo tanto, se aconseja mostrar todo el procedimiento
seguido.

1.

[Puntuacion maxima: 24]

En la siguiente pregunta se analizan los cambios en las puntuaciones de los
jugadores de dardos utilizando dos pruebas estadisticas.

En el juego de los dardos, los jugadores —por turnos— lanzan dardos a una diana con el fin
de conseguir puntos.

El “promedio de tres dardos” de un jugador se refiere a la media de las puntuaciones que
consigue al lanzar tres dardos.

Valia quiere averiguar si los jugadores de dardos no profesionales de su ciudad mejoran a
lo largo de un periodo de 12 meses. Si su “promedio de tres dardos” aumenta, eso indicara
una mejora.

Elige una muestra aleatoria compuesta por ocho jugadores de dardos y anota la media de
su “promedio de tres dardos” del Afo 1.

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)



(Pregunta 1: continuacién)

A continuacion anota la media de su “promedio de tres dardos” del Afio 2.

Los resultados que obtiene Valia son los siguientes:

Tabla 1
Jugador Med~ia del Med~ia del
Ano 1 Ao 2

Justin 68,1 70,1
Fallon 72,2 72,0
Rob 65,8 65,0
Michael 73,7 74,9
Mensur 69,8 68,0
Deta 64,5 68,0
Meaghan 69,2 70,6
Peter 64,9 92,9

2224-9752

Valia calcula, para cada afio, la mediana, los cuartiles y el rango intercuartil. Los resultados
se muestran en la Tabla 2.

(@)
(b)

Tabla 2
Media del Media del
Ano 1 Ano 2
Primer cuartil 65,35 68
Mediana 68,65 a
Tercer cuartil 71 b
Rango intercuartil 5,65 c

Determine los valores de a, b y c.

(Esta pregunta continta en la pagina siguiente)

[3]

Comparando los resultados de uno y otro ano que aparecen resumidos en la Tabla 2,
indique —en contexto— una conclusion que podria estar justificado que hiciera Valia. [

Véase al dorso
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(Pregunta 1: continuacién)

A continuacion, Valia decide analizar los datos de la Tabla 1 utilizando una prueba ¢ de
Student de una cola para muestras pareadas a un nivel de significacién del 10% para
determinar si los promedios de los jugadores han aumentado.

(c) Indigue una suposicion —referida a las diferencias entre las medias— que haya que
hacer para que la prueba sea valida.

(d) @)

(i)  Halle el valor del parametro p.

Indique la hipoétesis nula y la hipétesis alternativa para esa prueba.

(i) Indique, en el contexto de la pregunta, la conclusién de la prueba vy justifique su
respuesta.

(e) Indigue una manera en la que Valia podria haber reducido la probabilidad de cometer:
(i)  Un error de tipo .

(i) Un error de tipo Il.

Valia no esta segura de que la suposicion hecha en el apartado (c) fuera correcta y, por
consiguiente, piensa que los resultados de su prueba ¢ de Student para muestras pareadas
podrian no ser validos.

Tras investigar un poco mas, Valia decide utilizar la prueba de los rangos con signo de
Wilcoxon, para la que no necesita la suposicion que hizo en el apartado (c).

Para esta prueba, las magnitudes de las diferencias entre las medias del Afio 2 y del Afio
1 se ordenan y se les asignan un rango del 1 al 8, estando los rangos de las diferencias
positivas (P) y los rangos de las diferencias negativas (N) en distintas columnas.

Esto se muestra parcialmente en la siguiente tabla, que Valia elabora para realizar la prueba.

Media del Afio 1 | Media del Ao 2 Diferencia P N
68,1 70,1 2,0 A
72,2 72,0 0,2 1
65,8 65,0 -0,8 2
73,7 74,9 1,2 3
69,8 68,0 -1,8 B
64,5 68,0 3,5 C
69,2 70,6 1,4 D
64,9 92,9 28 8

Total > P=28 >N

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)

(1]
(2]
[2]

[2]

[2]
(2]
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(Pregunta 1: continuacién)
(f)  Determine los valores de:

() A4,B,CyD. (3]

(i) D.N. [1]

Para esta prueba:
* El estadistico de la prueba de los rangos con signo de Wilcoxon es
T= el valor més pequefio de entre » P o D N.

* La hipotesis nula es que la mediana de la poblacion, para el “promedio de tres dardos”, es
la misma en los dos anos.

Valia decide realizar la prueba a un nivel de significaciéon del 5%. A partir de tablas
estadisticas, determina que la region criticaes T'<5.

(9) (i) Indique la hipotesis alternativa H, para esta prueba. [1]
(i)  Escriba el valor del estadistico de esta prueba (7). [1
(i) Determine, en el contexto de la pregunta, cual es la conclusion de la prueba. [2]

(h) Parauna de esas dos pruebas, sugiera brevemente como podria Valia evaluar la
fiabilidad de los resultados obtenidos. [1]

Véase al dorso
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2. [Puntuacion maxima: 31]

En la siguiente pregunta se explora un posible método para dibujar retratos de fase
para sistemas acoplados no lineales, tomando como ejemplo concreto un modelo
depredador-presa.

El parque natural Gander Green contiene una poblacién de ocas checas (x, medida
en centenares) y una poblacion de zorros grises (), medida en centenares).

Los estudios realizados indican que el crecimiento de la poblacién de ocas y de la poblacion
de zorros se puede modelizar mediante las siguientes ecuaciones diferenciales, en las que ¢
se mide en afos:

& W

d 2 para x, y=>0
d—y=—3 +xy

dr 4

(@) Enun instante concreto hay 500 ocas y 500 zorros, representado aqui mediante el par
de coordenadas (5, 5). En este instante, determine la razén de cambio de la poblacién de:

(i) Ocas. [2]
(i)  Zorros. [1]
Hay dos puntos de equilibrio para estas poblaciones: A(0, 0) y B(p, q).
(b) (i) Explique por qué A es un punto de equilibrio. [1
(i) Halle el valor de p y el valor de ¢. [3]

En los puntos cercanos a A(0, 0), podemos ignorar los términos en xy, de modo que el
sistema se puede aproximar por:

dx

—=2x

ds para x, y=>0.
d_

dr 4

(c) Resolviendo estas dos ecuaciones diferenciales:
(i)  Halle una expresion que dé x en funcion de ¢. [4]
(i)  Halle una expresion que dé y en funcion de t. [1]
(d) (i) Utilizando las respuestas que dio en el apartado (c), muestre que las
trayectorias de los retratos de fase cercanas a A pueden describirse mediante la

ecuacion x’y” = k, donde k es una constante positiva. [3]

(i) A partir de lo anterior, dibuje aproximadamente —en un retrato de fase— una
posible trayectoria para valores pequefios de x e y. [3]

(Esta pregunta contintia en la pagina siguiente)
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(Pregunta 2: continuacién)

Considere ahora los puntos (x, y) que estan cerca de B en el plano de fases. Estas
coordenadas se pueden reescribirasi: x=p+X e y=qg+ Y, donde p y g son los valores
del apartado (b)(ii).

(e) Sustituyéndolos en el modelo original, muestre que para valores pequefos de X e Y:

3

X~ :
2

[3]

De manera similar, se puede demostrar que Y ~4.X .

' X
(f)  Sabiendo que ()Y(J:M(Yj’ donde M es una matriz cuadrada, escriba M. [1]

(g) Hallando los valores propios de M, describa el recorrido de las trayectorias cercanas
al punto B. (4]

(h) A partir de lo anterior, dibuje aproximadamente un conjunto completo de trayectorias
en el plano de fases correspondiente al modelo original, donde se indiquen claramente
los dos puntos de equilibrio. [3]

(i)  En este parque natural, en un instante concreto, hay 500 ocas checas y 500 zorros grises.
Basandose en los valores hallados en el apartado (a), el cuidador del parque natural

esta preocupado y supone que las ocas moriran todas rapidamente. Sugiera si el
modelo respalda (o no) esta suposicion. Justifique su respuesta. [2]
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